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Abstract: In acest articol este descrisa problema complexitatii transformatei Fourier discrete si
micsorarea complexitatii de calcul prin realizarea unui nou algoritm.
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Introducere

Odata cu progresul stiintific, creste cantitatea de informatii existente. Este necesar datele a fi procesate.
Concomitent cu cresterea numarului de date, evident creste si timpul de procesare al datelor. In cazul necesitatii
aplicarii unor functii mai complexe asupra datelor, timpul evident creste proportional cu complexitatea. Pentru
realizarea unor functii cum ar fi: convolutie, criptografie, compresia semnalelor, compararea semnalelor, etc.
Timpul de calcul in domeniul spatial este mai mare, iar algoritmul de calcul este mult mai complicat, pe cand
in domeniul frecventa timpul de calcul este mai mic si algoritmul de calcul este mai simplu si mai eficient.
Evident este ca odata ce algoritmul de calcul este mai simplu, fiabilitatea algoritmului devine mai mare. Pentru
a trece din domeniul spatial iIn domeniul frecventa, sunt folosite mai multe functii cum ar fi: transformata
Wavelet, transformata Fourier discreta (TFD) etc. Transformata Wavelet este un algoritm ce derivd din
transformata Fourier. Avantajul acestui algoritm fatd de TFD este posibilitatea de a analiza, compozitia
spectrald a unui semnal la un moment de timp. Analizdnd algoritmul de calcul a TFD ce este descrisa in relatia
(1.1) a fost depistata posibilitatea de a reduce din complexitate conform relatiilor (2.9-2.12).

Scopul acestui articol este de a face o analizd a algoritmilor ce sunt derivati din TFD. Depistarea
avantajelor si dezavantajelor, algoritmilor ce sunt derivati din TFD. Cercetarea si depistarea unor factori ce pot
face posibil optimizarea complexitatii calculelor. Demostrarea legitii ce permite micsorarea complexitatii cu
ajutorul graficelor. Elaborarea algoritmului pentru optimizarea vitezei de calcul a transformatei Fourier.

1. Analiza algoritmilor existenti

TFD relatia (1.1) este cea mai importantd transformare discretd, ce este utilizatd pentru a efectua
analiza Fourier in multe aplicatii practice. In procesarea semnalelor digitale, transformata Fourier este orice
semnal care variaza in timp, cum ar fi presiunea unui val de sunet, un semnal radio sau citirea temperaturii
zilnice, esantionate pe un interval de timp finit. In procesarea imaginilor, mostrele pot fi valorile pixelilor de-
a lungul unui rand sau coloana a unei imagini raster. DFT este, de asemenea, utilizat pentru a rezolva eficient
ecuatiile diferentiale partiale si pentru a efectua alte operatii, cum ar fi convolutii sau multiplicarea unor
numere intregi mari [7]. TFD oferd o complexitate O(M*N)?), pentru M = 512, N = 1024, complexitatea va
fi O(274 877 906 944). Pentru a micsora complexitatea, au fost realizati algoritmi eficienti de transformare
Fourier rapida (FFT) fig. 1 cu o complexitate O(loga(M*N)*M*N) mult mai mici ca complexitatea O((M*N)?)
, spre exemplu pentru M = 512, N = 1024, complexitatea va fi O(9 961 472), ce sunt de 27 595 mai rapizi
pentru M =512, N = 1024 decit TFD.
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Fig. 1 Algoritmi a) radix 2 FFT; b) Rader's FFT
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Algoritmul radix-2 impartire in timp (DIT) fig. 1.a este cea mai simpla si cea mai comund forma a
algoritmului Cooley-Tukey, desi implementarile Cooley-Tukey extrem de optimizate folosesc de obicei alte
forme ale algoritmului. Radix-2 DIT imparte un TFD de marimea N in doud dimensiuni TFD numite "Butterfly
(fluture)" asa-numitd din cauza formei diagramelor fluxului de date, dimensiunile contin esantioane cu indici
pari si impari.[8]

Algoritmul FFT al lui Rader, matrica TFD este reprezentata vizual in fig. 1.b . Matricea consta din
cercuri colorate cu o razd ce indica diverse frecvente, respectiv aceastd matrice reprezentd matricea TFD de
marimea 11x11. Prin permutarea randurilor si coloanelor folosind o secventa generata de radacina primitiva a
lui 11 (care este 2), cu exceptia randului si coloanei 1 matricea originalda TFD devine o matrice circulara.
Multiplicarea unei matrici circulare la o secventa de date este echivalentd cu convolutia ciclica. Algoritmul
Cooley-Tukey FFT este mult mai simplu si mai practic pentru a fi implementat, deci algoritmul lui Rader este
de obicei folosit doar pentru cazurile mari de baza ale descompunerii recursive a DFT de catre Cooley-
Tukey.[9]

Algoritmul de factor principal (PFA), re-exprimd TFD a unui masiv unidimensional cu dimensiunea
N = N1*N2, intr-un masiv bidimensional N1 x N2 TFD, dar numai pentru cazul in care N1 si N2 sunt relativ
prime, adica numerile dimensiunilor N1 si N2 sa fie numere prime. Aceste transformari mai mici de marimea
N1 si N2 pot fi apoi evaluate prin aplicarea PFA recursiv sau prin utilizarea unui alt algoritm FFT. PFA
functioneaza numai pentru factori relativ primi (de exemplu, este inutil pentru puterea de doud dimensiuni) si
necesita o re-indexare mai complicatd a datelor bazatd pe Chinese remainder theorem (CRT)) ceia ce este un
dezavantaj considerabil. PFA poate fi combinat cu Cooley-Tukey cu mixtura radiald, cu fostul N factorizand
in componente relativ prime si acesta din urma manipuland factori repetate.[11]

Algoritmul lui Bluestein's poate fi folosit pentru a calcula transformari mai generale decat TFD, pe baza
transformarii Z (Transformare unilaterald). Ca dezavantaj este de cateva ori mai lent decat algoritmul Cooley-
Tukey pentru dimensiunile compozitelor.[10]

2. Cercetarea algoritmului TFD

Cercetand relatia (1.1), am ajuns la concluzia ca pot fi realizate 2 matrici separate conform relatiei
(2.2), (2.3) si a cerceta rezultatele obtinute, pentru fiecare matrice in parte. Pentru o Intelegere mai buna,
matricea a fost completata cu produsul indicilor adresei de memorie a fiecarei linii (u, x) si coloane (v, y).
Rezultatul acestor matrici este prezentat in fig. 2, indicele C reprezinta relatia (2.1) unde indexul 0 reprezinta
valoarea primei matrici, iar indexul 1 reprezinta valoarea celei de a doua matrice.
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Fig. 2. Matricile de produs al indexilor TFD separate
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Cercetand fig. 2 observam doud dependente de calcul precum este prezentat in relatiile (2.4), (2.5),
(2.9-2.12), mai pe scurt aceaste relatii se datoreaza relatiei (2.2) si liniaritatii indexilor de adresa (u, X, v, y) ce
permit depistarea unei functii liniare ce reduc din complexitatea algoritmului initial de calcul. Aceste
dependente sunt:

a) TFD poate fi calculat aplicind produsul dot dintre matricile de frecventa reatiile (2.4), (2.5)

D = (irhg, fc) (2.4)
Relatia (2.4) este rezultatul produsului dot dintre matricea data (img) si matricea reprezentata de relatia (2.7).
TFD =(f1,D) (25)
Relatia (2.5) este rezultatul produsului dot dintre matricea din relatia (2.6) si matricea din relatia (2.4).
ﬂ(x,y=0,1,2,...,N l)zexp( 2j H%] (2.6)
fe(xy=0,12,..M 1)= exp[ 2 H%) .7)

b) Calculul liniar reatiile (2.9) — (2.15)
Inspirati de relatia (2.2) am realizat relatiile (2.9-2.12), am fost Incantat de rezultatul acestor rezultate
ce oferd posibilitatea crearii unor calcule liniare. Conform observatiilor din realatiile (2.9-2.12) existd o
dependenta de calcule unde valorile vectorului X sunt constante pentru fiecare valori a vectorului Y, conform
acestei dependente, putem realiza o functie conform relatiei (2.13-2.15) ce optimizeaza din calculele existente.

2j pi
a =eXP(—JN L j (2.8)
yl=a' xl+d® x2+a’ x3+..+a""' x(n) (2.9)
y2=a’ xl+a* x2+a° x3+.+a*"" x(n) (2.10)
y3=a’ xl+a* x2+a’ 3+..+a" Y x(n) (2.11)
yin 1)=a"" x1+a*"" x2+a" ) w3+ g0 Y x(n) (2.12)
y2=f(1,3(n 1)0) (2.13)
y3=f(y1,y(n 1)1) (2.14)
W 2)= 7Lyl n 4) (2.15)

3. Rezultate

In urma calculelor si teoremelor matematice, a fost efectuati realizarea practica a algoritmului. In fig.
3(a, b) sunt realizate calculele conform relatiilor (2.9-2.12). Conform observatiilor din fig. 3(a, b) si relatiilor
(2.9-2.12) (relatiile sunt functii patratice) presupunem ca asupra rezultatelor obtinute trebuie s aplicam inversa
functiei patratice, functia logaritmica. Aplicand asupra rezultatelor obtinute in fig. 3(a, b) functia logaritmica,
obtinem graficele din fig. 3(c, d). Analizdnd rezultatul din fig. 3(c, d) observam un grafic comparabil cu un
grafic liniar, cu unele exceptii, ce pot fi inlaturate aplicind functia logaritmica ideald pentru vectorul Y ce
reprezintd rezultatele obtinute conform relatiei (2.9-2.12).

oM ] T

¢) ' )
Fig. 3. Graficul functiei vectorului y (a, b); Graficul functiei logaritmice a vectorului y (c, d)
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O(log2(M N) M N)_log2(M N) G.1)
O3 M N) 3 '
Relatia (3.1) reprezinta raportul complexitatii functiei FFT (O(log2(M*N)*M*N)) si complexitatii functiei
TFD optimizata (O(3*M*N))

Concluzie

Odata cu depistarea functiei logaritmice ideale a fost calculat vectorul Y cu ajutorul relatiilor (2.13-
2.15), fara a indeplini relatiile (2.10-2.11), mai precis rezultatele functiei liniare vor fi exponentul constantei
matematice numarul lui Euler. Relatiile (2.9-2.12) oferd o complexitate inalta, realizarea unei inmultiri a doua
numere complexe, oferd 4 inmultiri si 3 adundri[6]. Pentru o matrice unde N = 1024, M = 512
O(log2(M*N)*M*N), complexitatea va fi O(9 961 472), numarul de inmultiri va fi 39 845 888, iar numarul de
aduniri 29 884 416. In cazul unei imagini RGB, complexitatea va fi O(29 884 416) numarul de inmultiri va fi
119 537 664 iar numarul de adunari 89 653 248. Pentru o matrice unde N = 1024, M = 512 la folosirea functiei
logaritmice O(3*M*N) complexitatea va fi O(1 572 864), numarul de Tnmultiri va fi 2 621 440, numarul de
adunari 2 097 152, numirul de operatii logaritmice 1 044 993, iar functii patratice 1 044 993. In cazul unei
imagini RGB, complexitatea va fi O(4 718 592) numarul de inmultiri va fi 7 864 320, numarul de adunéri 6
291 456, numarul de operatii logaritmice 3 134 979, iar functii patratice 3 134 979. Folosind functia
logaritmicd, conform relatiei (3.1), complexitatea functiei TFD optimizata, pentru N = 1024, M = 512 este de
6,3 mai mica In comparatie cu complexitatea functiei FFT.
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